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Zum Formalismus der LCPO-MO-Methode **
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Concerning the Formalism of the LOPO-MO-Method

Based on the combination of Pars-Orbitals (PO) the LCPO-MO-Method has
been described for the quantum chemical treatment of large molecules which are
divided in reasonable fragments. The secular matrix constructed from the
Eigenvalues and parameters of the molecular fragments has a characteristic
block-form. The dimension of the secularproblem can be reduced and depends
on the used approximations. The resulting method is demonstrated for
naphthalene.

(Keywords: Linearcombination, Pars orbitals; Pars orbitals; Secular pro-
blems, dimension)

1. Problemstellung

Bei der Untersuchung grofler Molekiile resultiert fir die
herkémmlichen LCAO-Methoden ein Sikularproblem groBer Dimen-
sion, wodurch ein enormer Rechenaufwand entsteht. Sind diese
Molekiile aullerdem noch von niedriger Symmetrie, so erméglicht die
Gruppentheorie nur unwesentliche Vereinfachungen des Problems. In
der =zahlreichen Literatur, siehe z.B.1-13, findet man Ansitze
unterschiedlichen Genauigkeitsgrades. Beispielsweise schlug R. E.
Christoffersen'™ eine Methode vor, die auf den ,floating spherical
Gaussian orbitals” (FSGO) basiert, wobei die kleinere Dimension des
Sakularproblems auf Kosten der unbesetzten Orbitale zustandekommt.

Einen anderen Hintergrund besitzt die MIM (molecules in molecule)-
Methode siehe z.B.59. Sje verwendet zur Berechnung von An-
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regungsenergien die unverdnderten Higenwerte und -funktionen der
Bruchstiickmolekiile. Ein weiterer Vorschlagl0-11 geht von der
Ausnutzung vorhandener Symmetrien der Molekiilbruchstiicke aus.
Eine weitere Faktorisierung der Sékulardeterminante findet man in der
LCMO (linear combination of molecular orbitals)-Methode von
M.J.8S. Dewar12:13, die aus rechentechnischen Grinden eingefiihrt
wurde (vgl. auch FuBlnote in19).

Im folgenden wird gezeigt, wie die Pars-Orbitale (PO) von
0. E. Polansky zur Eigenwertberechnung auch sehr grofler Molekiile
genutzt werden kénnen'4. Ausgangspunkt fiir die PO-Methode waren
Untersuchungen von E. Clar15-18 tiber lokalisierte benzoide Gebiete in
kondensierten aromatischen Kohlenwasserstoffen.

0. E. Polansky und G. Derflinger’¥ fihrten den sogenannten
,relativen Charakter 77 als definierte MaBzahl ein. Zu diesem Zweck
bildeten sie aus den Linearkombinationen der Bruchstiick-Atomorbita-
le x5 die Pars-Orbitale 2, die den MO’s der isolierten Bruchstiickmole-
kiile entsprechen.

Ay: stst (1)

8

(Dabei werden alle Linearkoeffizienten by, gleich Null, deren Zentren s
nicht in dem », entsprechenden Bruchstiick liegen.) Die HMO-
Funktionen ergeben sich dann als Linearkombination der PO’s (LCPO).

0p = D ok, (2)
N

Die dabei auftretenden Linearkoeffizienten a ; der bindenden MO’s
bzw. PO’s werden zur Bestimmung des relativen Charakters rj
verwendet.

rp = (3> IPNCHY

"L/ besetzt
ny: Zahl der in L liegenden Atomzentren

Der Index L charakterisiert das Bruchstiick L, dessen Beteiligung am
Grundzustand des Molekills so durch den Wert r; angegeben wird.
Wichtige Weiterentwicklungen des Konzepts der Charakterordnungen
findet man in den Arbeiten3!-33, Insbesondere ist auf die Arbeit von
Polansky und Fratev3? iiber Charakterordnungen im Rahmen von
CNDO-Rechnungen hinzuweisen.
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2. Grundlagen eines LCPO-MO- Ansatzes *
2.1. Integrale im LCPO-MO-Formalismus

Analog dem Roothaanschen Verfahren20,2l wird unter Verwendung
von (Hleichung (2) das Eigenwertproblem durch Variation der
Energiegleichung (3) erhalten.

E=<o|H|o>=2YH,+ Y 2J;—Ky) (3)

[ i.J

(H ist der Hamilton-Operator und @ ist die Gesamtwellenfunktion.)
Dazu werden die Einelektronenintegrale I;, die Coulombintegrale J;;
und die Austauschintegrale K;; benétigt, die hier folgende Gestalt
haben:

H; = <o Hopeloi> = Y Yo% H, 0, (4.1)
gV
Jij = (iiijj) 2 Z Z Z a* a’ pl voay acja’vi (4‘2)
Ky = (i1%) z Z 2 Z a* 0% . T s O 0 (4.3)
mit
Hyo= <0 Hogrela,> = 2%, (1) Hegr (1) 2, (1) dyy (5.1)
. 1
I,op = (uvlpa) = [{3%, (1) 2, (1) . Mo (2)h 2)dndmn (52)
und
oore - z[T + Vcore ('L]] (\53)

[T(4) ist der Operator der kinetischen Energie des i-ten Elektrons und
V eone(i) ist der Operator der potentiellen Energie des i-ten Elektrons im
Feld des Rumpfes.] Mit diesen Gleichungen erhélt man nach Variation:

(F—eiS) a; =0 (6)

* Hier wird von den ,,Geometrien der Bruchstiicke ausgegangen. Eine
Verbesserung der Genauigkeit, woran z.Z. gearbeitet wird, folgt bei
Zugrundelegung der ,,Geometrie* des Gesamtmolekiils bzw. bei Einfihrung von
Korrekturfaktoren bei der Parametrisierung.
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mit
Fo=Hy,+ Y Y ¥ 20, (wlec)—}(olev] (7.1)
J e
und
S = <hyln,> (7.2)

Diese Gleichungen stellen noch keine Vereinfachung dar. Es wurden
lediglich die Basisfunktionen transformiert.

Tm néchsten Schritt soll untersucht werden, wie sich die Gleichungen
des Sakularproblems verhalten, wenn die PO’s (1) substituiert werden.
Die Integrale (5) nehmen dann folgende Form an:

=2 b5 Hyby, (8.1)
(wlea)y= Y X > ) bm ue (86| u) by by, (8.2)
s t u v
(wolev) = X, Z Y. Y by b, (svlut) b, by, (8.3)
s t uw v
= X XbaSab (8.4)

Fir die Elemente der Fock-Matrix ergibt sich somit:

Z styb,V[H% +X ¥y 220930«535“917%{ stluv) —L (svlut)}]

i o o uw v

Nun wird versucht, Gleichung (9) mit bekannten Ergebnissen aus
Bruchstiickberechnungen zu vereinfachen.

2.2. Das Sdkularproblem der LCPO-Methode
Die MO’s lauten in Matrixschreibweise entweder
a) LCAO-MO: ¢ = ye¢ (10.1)
oder
b) LCPO-MO: ¢ =2a =y ba (10.2)
mit den definierten PO’s:
A=1yb (10.3)



Zum Formalismus der LCPO-MO-Methode 3556

(x und X sind Zeilenvektoren der AO’s hzw. PO’s). Wie schon erwiahnt,
sind nur jene Linearkoeffizienten b,, von Null verschieden, deren
Zentren s in dem ), entsprechenden Bruchstiick liegen. Folglich besitzt
die Matrix b eine Quasidiagonalform :

b={"bs (11)

Da die Matrizen by (M =1, I1,..., L) unitar sind?®, muB auch die
Matrix b unitir sein, d. h.:

bt = b (12)

Der Zusammenhang zwischen den auftretenden Linearkoeffizienten
Cpi» @, und by, kann den Gleichungen (10) entnommen werden :

¢; = ha; bzw. a = bt¢ (13)

Um den jeweils entsprechenden Basissatz zu erkennen, wird vereinbart,
daBl die Matrizen der Integrale mit der zugehérigen Basisfunktion
indiziert werden ; beispielsweise:

H® = (+H? ¢=a*H"a (14.1)
HY = b+ HWp (14.2)
[vgl. Gleichung (4.1) und Gleichung (8.1}].

Fir den LCAO-MO-Ansatz (10.1) wird das Sikularproblem in
folgender Weise formuliert20.21:

(F%—c#I8Wy ¢, =0 (15.1)

bzw.
[FW — @8] = g (15.2)

mit
FO — H® 4 32 J]!X)_K](X)) (15.3)

j

und

;s G =3 (15.4)

Werden die Koeffizienten C; nach Gleichung (13) substituiert, so folgt:

(F®) — {180y ba; = 0 (16)
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Nach Multiplikation von links mit der adjungierten Matrix b+ folgt aus
Gleichung (16) die Beziehung:

(FY—cP8M)a; =0, (17)
wobei
=btFb = b+ [HY + ¥ (2JW —KM)]b (18.1)
J
und
S®W = p+8Wp (18.2)

verwendet werden.

Um Aussagen iiber die Gestalt der Sakulargleichungen (17) machen
zu kénnen, missen die Gleichungen (18) untersucht werden. Fir die
Fock-Matrix zur PO-Basis (18.1) wird folgende Form ermittelt:

FO\) — (19)

Daraus folgt:

b+ F(X) br
A ;
F® —[ b, F%I b; bII FIIII b”‘ (20)

_,_}_ﬁ__ [
b FE) by it (bg F<LX,)L b,

In Gleichung (20) treten Blocke auf, die entweder zu einem
Molekiilbruchstiick gehoren oder die die Wechselwirkung zweier
Bruchstiicke beschreiben. Die Diagonalblocke lassen sich mit den
Eigenwerten des Bruchstiicks (M = I, I1, ... L) beschreiben, denn das
Sakularproblem fiir ein isoliertes Bruchstiick M lautet folgendermalien:

Wby = ey SGuby, M =1,11,... L (21)

[Die Zeilenvektoren ¢,/ sind die Eigenwerte des isolierten Bruchstiicks
M ] Folglich gilt fiir einen Diagonalblock der Matrix (22)

Fiy =y By by = <5b 3 8%, by (22)

[, ist die Diagonalmatrix der Eigenwerte der PO’s.] Da die PO’s eine
orthonormierte Basis darstellen, gilt

b3 8%y by =E (23)
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(E bedeutet die Einheitsmatrix). Mit den Gleichungen (22) und (23) folgt
fiir (20) eine Matrix der folgenden Blockform:

NN |0
e® FY), [ FP,

0 = [E( e 9,) (24)
')\ (x)
F‘L,} l

Eine analoge Blockstruktur wird fiir die Uberlappungsmatrix (18.2)
verifiziert. Wegen der Orthonormalitit der PO’s gilt fur die
Diagonalblécke dieser Matrix folgende Beziehung:

$%, =b5 8%, by =E. (25)

Analog zur ZDO-Niherung fiir die AO’s soll auch fir die PO’s diese
Naherung verwendet werden. Es gelten dann:

nade = 8,00,2ds , (26.1)
inedr = dglys|?d= (26.2)

Da fiir die PO’s orthonormierte Funktionen gew#hlt werden, folgt fiir
die Nichtdiagonalblécke von (18.2) zwangslaufig die Gleichung:

Sy =bi8Y by =0, M+N (27)

Werden die Gleichungen (25) und (27) zusammengefallt, folgt fir die
Uberlappungsmatrix :

SW = E. (28)

Auf Grund der ZDO-Naherungen (26) ergeben sich ebenfalls fiir die
Mehrzentrenintegrale (8.2) bis (8.3) Konsequenzen; d. h.

(P‘V|PG) Sy.v Spc - u-HlPP Z stubupb b Ssluu) (29)

Unter Verwendung von Gleichung (24) und (28) folgt fur das
Sékularproblem (17) das Gleichungssystem

35_7\) — Egﬁ(’) E F(A)I .................... F®

(F — s%ao) E)a,= F(I7})I s%)—- ag.“’) E a; =0 (30. 1)
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bzw.

det | B, — det|A| =0

T g (30.2)

Fiir die Gleichungen (30) konnen nun Separationen in , inner-shell““- und
,,valence-shell“-Teile und in o- und =n-Teile vorgenommen werden.

Der erste Naherungssatz — die ZDO-Naherung — wurde bereits
eingefiihrt. Da die Sikularmatrix in ihren Diagonalblécken nur noch die
Eigenwerte der Bruchstiickmolekiile enthilt, gilt das weitere Interesse
der Berechnung der Nichtdiagonalblocke F§y.

Im folgenden Abschnitt soll die semiempirische Behandlung fir =-
Elektronensysteme beschrieben werden. (Analog wiirde man bei einer
.,all-valence-electrons‘‘-Behandlung vorgehen.)

2.3. Die semiempirische Behandlung von n-Elektronensystemen

Die Bestimmung der Nichtdiagonalblécke erfolgt auf Grundlage der
AO-Basis [vgl. Gleichung (9)]. Dabei haben die Matrixelemente F),,
folgende Form:

MN MN MN
FAND = ANy pYND) (gt (31)

mit se M, te N und M+ N.
Die Elemente der Nichtdiagonalblécke ergeben sich zu

FNO = ¥ YL e, M4 N (32)

seMteN
Dieser Zusammenhang kann auch den Gleichungen (7.1) und (9)
entnommen werden. Es verbleibt die Berechnung des zweiten Terms der

Gleichung (31), wenn fiir den ersten naherungsweise die Resonanzinte-
grale verwendet werden kénnen?22—24

MN ) { 0, s nicht benachbart mit ¢ (33.1)
Hy v =

Bss, 8 und ¢ benachbart, (33.2)

wobei se M, te N und M =+ N sind.
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Somit ist die Moglichkeit HYY® 40 nur gegeben, wenn die
Bruchstiicke M und N benachbart sind, andernfalls gilt:

HYNW = 0, wenn M und N nicht benachbart. (33.3)

Die Resonanzintegrale (33.2) konnen nach22-25 bestimmt werden.

Die Zweizentren-Coulombintegrale (ss|t), lassen sich ebenfalls in
bekannter Weise ermitteln?22-24,26-28, Kg verbleibt die Berechnung der
Bindungsordnung PZ¥®, Sje kann nur bei Kenntnis der Linearkoeffi-
zienten berechnet werden,

bes bes

PN =25 0%C,, =2Y Y Y a,b, bya, (34)
) iowov

Die Koeffizienten b,, sind aus den Bruchstiickberechnungen bekannt.
Daraus folgt, daf} ein Satz Koeffizienten a,,; als Startndherung dient und
die Bigenwerte und -funktionen [Gleichung (30.1) und Gleichung (30.2)]
iterativ bestimmt werden. (Hier konnten weitere Untersuchungen
Vereinfachungen mit sich bringen.)

Bis zu dieser Stelle besteht der Vorteil dieser Methode darin, dal man
bei Kenntnis der Ergebnisse fiir Molekiilbruchstiicke nur noch die
Resonanzintegrale und die (ss|),,, bestimmen muf3. Das bedeutet eine
Verringerung des Parametrisierungsaufwands, und bei der Berechnung
groBer Molekiile kann erheblich Zeit gespart werden, da bei geeigneter
Bruchstiickwah! auch nur einige Nichtdiagonalblocke bestimmt werden
miissen.

Ferner liBt sich iiberprifen, daB

Py =¥y (35)
erfillt wird.
Eine weitere Vereinfachung wird durch den Ansatz

F%., M und N benachbart ' (36.1)
) m
Fyy =

0, M und N nicht benachbart . {36.2)

erhalten. Fiir die Resonanzintegrale ist dieser Ansatz nach Gleichung
(33) gerechtfertigt. Gleichung (36) kann naherungsweise angenommen
werden, da fir nichtbenachbarte . Bruchstiicke die Bindungsordnung
Pff ¥ und die Zweizentrenintegrale (ss| tt),) kleiner als ,,Betrag 1*“ sind.
Ein Produkt dieser beiden Terme wird folglich noch kleiner. Jedoch wird
— wie jede andere Niherung — auch diese eine Verschlechterung der
Genauigkeit zur Folge haben, die aber durchaus in vertretbaren Grenzen
liegen kann. Eine Uberpriifung muB einer spiteren Arbeit vorbehalten
werden.

Als Beispiel soll schematisch eine Sdkulardeterminante mit den
eingefithrten Naherungen angegeben werden. Angenommen wird ein
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unsymmetrisches konjugiertes =-Elektronensystem der folgenden
Form:

O—@—O—O—0®

(Wobei®:Bruchstiick X))

Die Bruchstiicke sind durch s-Bindungen verkniipft. Es resultiert
folgende Sékulardeterminante:

ca—e P E|Fup 0 0 0 0

Fip e —e? E|Fpe 0 0 Far

0 Fiy ec—eP E|Fep 0 Fer

0 0 Fi, ep—e P E |Fpg 0 -0
0 0 0 Fiz ee—ePE|0

0 Fip Fip 0 o er—cPE

in der nur noch einige von Null verschiedene Nichtdiagonalblocke
auftreten. Der Aufwand einer Diagonalisierung ist somit im Vergleich
zur herkémmlichen PPP-Methode22-2¢ mit dhnlichem Parametrisie-
rungs-Schema erheblich verringert worden. Im konkreten Fall wére bet
geeigneter Wahl der Bruchstiicke eine mogliche Reduzierung der
Dimension denkbar, auch wenn das Molekiil keine Symmetrieelemente
besitzt.

Werden zusitzlich zu den genannten Niherungen noch sdmtliche
Coulombwechselwirkungen der Elektronen untereinander vernachlas-
sigt, resultiert eine LCPO-MO-Methode, die der HMO-Theorie29.30
entspricht:

+=0, M und N benachbart (38.1)
Fljv= .

=0, andernfalls (38.2)

(Fn) = 2 LbysBtbe, (39.1)

s i
=+ 0, s und ¢ benachbart (39.2)
Bst =

= 0, andernfalls (39.3)

(87)



Zum Formalismus der LCPO-MO-Methode 361

In dieser drastischen Néherung bringt die LCPO-Methode keine
rechentechnische Vereinfachung gegentiber der HMO-Methode mit sich.

Den wesentlichsten Ansatzpunkt weiterer Untersuchungen zur
Verbesserung und Anwendung des hier entwickelten LCPO-MO-
Verfahrens stellt die Berechnung der Wechselwirkungsintegrale in den
Nichtdiagonalblécken dar. Vielleicht wére es durch eine geeignete
Transformation méglich, die Sdkulardeterminante (30.2) in Diagonal-
blockform zu iberfihren.

Zusammenfassend sei bemerkt, daf} eine Anwendung dieser Methode
fur groBe Molekille, die entweder unsymmetrisch oder von niederer
Symmetrie sind, aussichtsreich erscheint. Ebenso niitzlich wére eine
Anwendung bei der Untersuchung von Molekiillreihen, die sich aus
gleichen bzw. wenig verinderten Bruchstiicken zusammensetzen, so dafl
standig mit demselben — allerdings geometrieabhingigen —
Parametersatz [aM s byys Bsts Pty (ss|it]] gearbeitet werden kann.

3. Beispiel einer LCPO-MO-Rechnung

In diesem Abschnitt soll lediglich zur Veranschaulichung an einem
einfachen Beispiel der Losungsweg skizziert werden: Naphthalin —
rusammengesetzt aus funf Ethylenbruchstiicken.

NN
Cs Cqg

Die Ethylen-MO’s werden als PO’s angesetzt. Im weiteren soll nur die
Blockform der Sakulardeterminante untersucht werden. Sie lautet:

A B B+ 0 0
B+ A B 0 0
B B A B B-| =0 (40)

0 0 B~ A B
) 0 B B+ A
Die Determinante 146t sich so umformen, daf} eine Reduzierung der
Dimension erfolgt. Man erhélt ein Produkt der Form:

A 2B 2B+

B- A B |=0 (41)

B B+ A

24 Monatshefte fiir Chemie, Vol. 110/2
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mit
z+1 0 ox—e,(®)
A=<0 x_1>,x= 3 (42.1)
und
1 1
B= 2, 2 (42.2)
1 1
2 2

Auf eine weitere Berechnung wird verzichtet, da dieses Beispiel nur eine
mogliche Reduzierung der Dimension eines Sékularproblems demon-
strieren soll.

Dank

Herrn Prof. Dr. O. E. Polansky sind die Autoren fir wertvolle Hinweise zu
groBlem Dank verpflichtet.
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