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Z u m  Formal i smus  der LCPO-MO-Methode** 
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Concerning the Formalism of the LCPO-MO-Method 

Based on the combination of Pars-Orbitals (PO) the LCPO-MO-Method has 
been described for the quantum chemical treatment of large molecules which are 
divided in reasonable fragments. The secular matrix constructed from the 
Eigenvalues and parameters of the molecular fragments has a characteristic 
block-form. The dimension of the secularproblem can be reduced and depends 
on the used approximations. The resulting method is demonstrated for 
naphthalene. 

(Keywords: Linearcombination, Pare orbitals; Pare orbitals; Secular pro- 
blems, dimension) 

1. Problemstellung 

Bei der Untersuchung groger Molekfile resultiert ffir die 
herkSmmlichen LCAO-Methoden ein S~kularproblem grol3er Dimen- 
sion, wodurch ein enormer Rechenaufwand entsteht. Sind diese 
Molekfile aul~erdem noch yon niedriger Symmetrie, so erm5glicht die 
Gruppentheorie nur unwesentliche Vereinfachungen des Problems. In  
der zahlreichen Literatur, siehe z. B1  13, findet man Ans~tze 
unterschiedlichen Genauigkeitsgrades. Beispielsweise schlug R. E. 
Christoffersen 1~ eine Methode vor, die auf den ,,floating spherical 
Gaussian orbitals" (FSGO) basiert, wobei die kleinere Dimension des 
S/~kularproblems auf Kosten der unbesetzten Orbitale zustandekommt.  

Einen anderen Hintergrund besitzt die MIM (molecules in molecule)- 
Methode siehe z.B.5 9. Sie verwendet zur Berechnung yon An- 
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regungsenergien die unver~tnderten Eigenwerte und -funktionen der 
Bruchstfickmolekiile. Ein weiterer Vorschlag 10-11 geht von der 
Ausnutzung vorhandener  Symmetr ien  der Molekfilbruchstficke aus. 
Eine weitere Faktoris ierung der S~tkulardeterminante findet man in der 
LCMO (linear combination of molecular orbitals)-Methode von 
M. J.  S. Dewar 12,13, die aus rechentechnischen Grfinden eingeffihrt 
wurde (vgl. auch Fuftnote in19). 

I m  folgenden wird gezeigt, wie die Pars-Orbitale (PO) yon 
O. E. Polans/sy zur Eigenwertberechnung auch sehr groBer Molekfile 
genutzt  werden kSnnen 14. Ausgangspunkt  fiir die PO-Methode waren 
Untersuchungen von E. Clar 15-13 fiber lokalisierte benzoide Gebiete in 
kondensierten aromatischen Kohlenwasserstoffen. 

O. E. Polans]cy und G. Derflinger 19 ffihrten den sogenannten  
,,relativen Charakter  rL" a]s definierte Maftzahl ein. Zu diesem Zweck 
bildeten sie aus den Linearkombinat ionen der Bruchstf ick-Atomorbita-  
le Zs die Pars-Orbitale ~ ,  die den MO's der isolierten Bruchstfickmole- 
kfile entsprechen. 

~ = ~ b s ~ z s  (1) 
8 

(Dabei werden alle Linearkoeffizienten b~ gleich Null, deren Zentren s 
nicht in dem ~ entsprechenden Bruchstfick liegen.) Die HMO- 
Funkt ionen ergeben sich dann als Linearkombinat ion der PO's  (LCPO). 

w = ~ % i ~  (2) 

Die dabei auftretenden Linearkoeffizienten a ~ der bindenden MO's 
bzw. PO's  werden zur Best immung des relativen Charakters  r L 
verwendet.  

rL = F~ 2 (~i)  ~ 
bese tz t  

nL: Zaht der in L liegenden Atomzentren 

Der Index L charakterisiert  das Bruchstfick L, dessen Beteiligung am 
Grundzustand des Molektils so dutch den Wert  r L angegeben wird. 
Wichtige Weiterentwicklungen des Konzepts  der Charakterordnungen 
finder man in den Arbeiten 31-~3. Insbesondere ist auf  die Arbeit  yon 
Polansky und Fratev 3~ fiber Charakterordnungen im Rahmen  von 
CNDO-Rechnungen hinzuweisen. 
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2. Grundlagen eines LCPO-M0-Ansatzes* 

2.1. Integrale im LCPO-MO-Formalismus 

Analog dem Roothaanschen Verfahren 20, 21 wird unter  Verwendung 
yon Gleichung (2) das Eigenwertproblem durch Variation der 
Energiegleichung (3) erhalten. 

E = < ~ 1 ~ 1 ~ >  = 2 ~ H ~  + ~ (2J,~j--Kij) 
i L J  

(3) 

(t:I ist der Hami l ton-Opera tor  und �9 ist die Gesamtwellenfunktion.) 
Dazu werden die Einelektronenintegrale H,i, die Coulombintegrale J~.~. 
und die Austauschintegrale K~j ben6tigt,  die hier folgende Gestal t  
h~ben : 

u 

(4.1) 

= = * * " (4.2) 
i z ~ O 

mit  

Kij = (ijlij) = ~ ~ ~ ~ a*~ia*~jI~a~ja~i (4.3) 

H~ = <~l~oo~otx~> = ~ ~(~) Heoro (~) ~ (1) d~  (5.1) 

1 ~  (~,lo~) fSx*~(1) x~(1) 1 = = - -  ~*p (2)),~ (2) dzl  dz2 (5.2) 
r 1 2  

und 

f~ ..... = ~ [ ~ ( i )  + Vr (5,3) 
i 

lIP(i) ist der Operator  der kinetisehen Energie des / - t en  Elektrons und 
~core(i) ist der Operator  der potentiellen Energie des / - ten  Elektrons im 
Feld des Rumpfes.]  Mit diesen Gleichungen erh~lt man nach Variation: 

( F - - z i S )  a~ = 0 (6) 

* Hier wird von den ,,Geometrien" der Bruchstfieke ausgegangen. Eine 
Verbesserung der Genauigkeit, woran z.Z. gearbeitet wird, folgt bei 
Zugrundelegung der,,Geometrie" des Gesamtmolekiils bzw. bei Einfiihrung yon 
Korrekturfaktoren bei der Parametrisierung. 
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mit 

und 

F~,= H~ + ~ ~, ~2aoja~j[(~,]pa) 2(Ix~lp~)J (7.1) 
j p z 

S~ = <X~lX~> (7.2) 

Diese Gleichungen stellen noch keine Vereinfachung dar. Es wurden 
lediglich die Basisfunktionen tr~nsformiert. 

Im ni~chsten Schritt  soll un'tersucht werden, wie sich die Gleichungen 
des S~kul~rproblems verhglten, wenn die PO's (1) substituiert werden. 
Die Integrale (5) nehmen dann folgende Form an: 

H~.~ = ~ ~b*~Hstbt~ (8.1) 
8 t 

* * t (~,lPa) = ~ ~ ~ ~ b~b~e(s luv)bv~bt~ (8.2) 
s t u v 

* b *  (~alpv) 2 ~ 2 )_., b~ ~(sv[ut)bv~,bt, (8.3) 
8 t ~t V 

s 

Ffir die Elemente der Fock-M~trix ergibt sich somit: 

* * H F~= ~ ~b~bt~ [ st + ~ ~, ~ ~ ~2a~ja~jb~bvo{(st]uv)--~(svlut)}] 
s t j • (~ u v 

Nun wird versueht, Gleiehung (9) mit bekannten Ergebnissen bus 
Bruchstfickberechnungen zu vereinfachen. 

(9) 

2.2. Das S~il~ularproblem der LCPO-Methode 
Die MO's lauten in Matrixschreibweise entweder 

~) LCAO-MO : ~ = Xc (10.1) 

oder 

b) LCPO-MO: ? = xa = )~ba (10.2) 

mit den definierten PO's:  

X = )~b (10.3) 
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(Z und ), sind Zeilenvektoren der AO's bzw. PO's). Wie schon erw/~hnt, 
sind nur jene Linearkoeffizienten b,~ yon Null versehieden, deren 
Zentren s in d e m  • entspreehenden Bruehstfiek liegen. Folglieh besitzt 
die Matrix b eine Quasidiagonalform : 

/bI:: O~ 
b =/--ib;;:i / 

\o ........ ib;! 
(11) 

Da die Matrizen b M ( M  = I ,  I I  . . . .  , L )  unit/~r sind 19, mug auch die 
Matrix b uniter  sein, d. h. : 

b 1 = b + (12) 

Der Zusammenhang zwischen den auftretenden Linearkoeffizienten 
Cpi , aFi und bs~ kann den Gleichungen (10) entndmmen w e r d e n :  

c / =  bai bzw. a = b+ c (13) 

Um den jeweils entsprechenden Basissatz zu erkennen, wird vereinbart,  
dal3 die Matrizen der Integrale mit der zugeh6rigen Basisfunktion 
indiziert werden ; beispielsweise : 

H (~) = 0+H (z) C = a+H(Z)a (14.1) 

H (~) = b + H(X)b (14.2) 

[vgl. Oleichung (4.1)und Gleiehung (8.1)3. 
Ffir den LCAO-MO-Ansatz (10.1) wird das S/~kularproblem in 

folgender Weise formuliert  20, 21: 

bzw. 

mit 

(F (x/__ ~}v) S(X)) Ci = 0 (15.1) 

[FW--~)S(~)I = 0 (15.2) 

J 
und 

C~S(X) Cj = ~j (15.4) 

Werden die Koeffizienten Ci nach Gleichung (13) substituiert, so folgt : 

(F ( x ) -  ~ )  S (z)) ba i = 0 (16) 
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Naeh Multiplikation von links mit der adjungierten Matrix b + folgt aus 
Gleichung (16) die Beziehung: 

(F (x ) -  z! ~) S (x)) ai = 0, (17) 

wobei 

F (x) = b+F(•)b = b+[H(~) + ~ ( 2  J~)--K~))]  b (18.1) 
: 

und 

S (• = b+ S (~) b (18.2) 

verwendet werden. 
Um Aussagen fiber die Gestalt. der S/ikulargleichungen (17) machen 

zu kSnnen, mfissen die Gleichungen (18) untersucht werden. Ffir die 
Fock-Matrix  zur PO-Basis (18.1) wird folgende Form ermittelt  : 

. . . . . . .  oi § ot 
FC~)=| ibH / rw//s)) i  / (29) 

\o ........ is; I \o ........ is; l 
Daraus folgt : 

[bI + F(IX ,) bI b f  F(~,) I bII ....... b? F(x)I, LbLt 
F 0") = { b + r</x/) r bl I b+ --II,IIl~(x) b_rl I 

\ ~  r(~), b, ........................................ IDL + ~ ~ "  /.,,L ~/ 

(20) 

In Gleichung (20) t reten B16cke auf, die entweder zu einem 
Molekfilbruchst/ick geh6ren oder die die Wechselwirkung zweier 
Bruchstficke beschreiben. Die Diagonalbl6cke lassen sich mit den 
Eigenwerten des Bruchstficks (M = I, I I , . . .  L) beschreiben, denn das 
Sgkularproblem ffir ein isoliertes Bruchstfick M lautet  folgendermal~en : 

F(X)b~ = ~i(X)S~)Mbl~, M = I,  I I  . . . .  L (21) 

[Die Zeilenvektoren %(x) sind die Eigenwerte des isolierten Bruchstficks 
M.] Folglieh gilt ffir einen Diagonalblock der Matrix (22) 

F(~M = b~F~)MbM = ~ + ~Mi'~/'u(x) " h (22) 

[ZM (x) ist die Diagonalmatrix der Eigenwerte der PO's.] Da die PO's eine 
orthonormierte Basis darstellen, gilt 

b~S~)Mb~u = E (23) 
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(E bedeutet die Einheitsmatrix). Mit den Gleichungen (22) und (23) folgt 
fiir (20) eine Matrix der folgenden Blockform: 

/ ~ (x) ~(x) F(x) \ / x - z  j1 ] I.L~ 
F(x) = / W ~ . ) ~ q  i �9 / i ~ , ~ , ~ l  ~ / (~4} 

/FiX ) " ~  / \ L , l  IL / 

Eine analoge Bloekstruktur wird ffir die Uberlappungsmatrix (18.2) 
verifiziert. Wegen der Orthonormalit~t der PO's gilt ffir die 
Diagonalbl6eke dieser Matrix folgende Beziehung: 

S(X) =b~S~) ibM E. (25) MM -~- 

Analog zur ZDO-N~herung fiir die AO's soll auch fiir die PO's diese 
N~herung verwendet werden. Es gelten dann: 

~),~dz = ~[X~[2dT (26.1) 

X*xtdz = ast[xslZd.r  (26.2) 

D~ fiir die PO's orthonormierte Funktionen gew~hlt werden, folgt fiir 
die Nichtdiagonalbl6cke yon (18.2) zw~ngsl/iufig die Gleichung: 

S(X) =b+U(z) h =0 ,  M~=N (27) MN M~-'MN~N 

Werden die Gleichungen (25) und (27) zusammengefal~t, folgt ffir die 
Uberlappungsmatrix : 

S (• = E. (28) 

Auf Grund der ZDO-Ns (26) ergeben sich ebenfalls ffir die 
Mehrzentrenintegrale (8.2) bis (8.3) Konsequenzen; d.h. 

(B~lpa)~,~p~ = (~[~p) = ~ ~ b 2 ~ b * p b u p b ~ ( s s l u u )  (29) 
8 U 

Unter Verwendung von Gleichung (24) und (28) folgt fiir das 
S~tkularproblem (17) d~s Gleichungssystem 

/ r __ ~(~) E IF (x) ~,(x) \ 
I i I,II .................... - - I  L ) (F(Z)-- e ~ ) E ) a ~ = | F ( Z )  Is(x) z(~)E~ i a~ = 

\ ~,z ............................................. L~ - -  

o (30.1) 
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bZW. 

det 
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~(>,) gv) E F (x) . . .  F(Z) I - -  i. I , I I  I , L  

r</',), ....... 

""-;(x) g~) E ~L ~i 

= detlAI = 0 

(30.2) 

Ffir die Gleiehungen (30) kSnnen nun Separationen in,  ,inner-shell"- und 
,,valence-shell"-Teile und in ~- und ~-Teile vorgenommen werden. 

Der erste N~herungssatz - -  die ZDO-N~herung - -  wurde bereits 
eingeffihrt. Da die S/ikularmatrix in ihren DiagonalblScken nut  noch die 
Eigenwerte der Bruchstfickmolekfile enth/ilt, gilt das weitere Interesse 
der Berechnung der Niehtdiagonalbl6cke F(~v . 

I m  folgenden Abschnit t  soll die semiempirische Behandlung ftir =- 
Elektronensysteme beschrieben werden. (Analog wtirde man bei einer 
, ,all-valence-electrons"-Behandlung vorgehen.) 

2.3. Die semiempirische Behandlung von 7:-Elektronensy~temen 

Die Best immung der Niehtdiagonalbl6cke erfolgt auf  Grundlage der 
AO-Basis [vgl. Gleiehung (9)]. Dabei haben die Ma t r i xe l emen teF (~  
folgende Form : 

FMN(~) uM~V(x) lPMN(z) +oo (31) = ~18t - - 2  ~ t  w-ltt)(z) 

mit  s e M ,  t e n  und M ~ : N .  
Die Elemente der NichtdiagonalblSeke ergeben sich zu 

FMN (z) * FMN (~) ~, = Z Z b~,~ btv, M 4 N (32) 

s e M  t e N  

Dieser Zusammenhang kann auch den Gleiehungen (7.1) und (9) 
en tnommen werden. Es verbleibt die Berechnung des zweiten Terms der 
Gleichung (31), wenn ffir den ersten n~herungsweise die Resonanzinte- 
grale verwendet  werden kbnnen 22-24 

H;t uN(z) = ~ 0, s nieht benaehbar t  m i t t  

( ~st, s und t benachbart ,  

(33.1) 

(33.2) 

wobei s e M, t e N und M =~ N sind. 
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Somit ist die M6glichkeit H~'tda'(z)~= 0 nur gegeben, wenn die 
Bruchstfieke M und N benaehbart sind, andernfalls gilt: 

H MN(zl = 0, wenn M und N nieht benaehbart. (33.3) 

Die Resonanzintegrale (33.2) k6nnen naeh 22-~ bestimmt werden. 
Die Zweizentren-Coulombintegrale (ssItt)(x) lassen sieh ebenfMls in 

bekannter Weise ermitteln 22-~4, ~6-as Es verbleibt die Bereehnung der 
Bindungsordnung p~V(x). Sie kann nur bei Kenntnis der Linearkoeffi- 
zienten berechnet werden, 

bes bes 

P M=Y(X): 2 2C~siCti = 2 2 2 2 a;ib:,~bt, a,i (34) 
i i ~z v 

Die Koeffizienten b~v " sind aus den Bruehstfickberechnungen bekannt. 
Daraus folgt, dag ein Satz Koeffizienten a~i als Startn~therung dient und 
die Eigenwerte und -funktionen [Gleichung (30.1) und G]eiehung (30.2)] 
iterativ bestimmt werden. (Hier k6nnten weitere Untersuchungen 
Vereinfachungen mit sieh bringen.) 

Bis zu dieser Stelle besteht der Vorteil dieser Methode darin, dag man 
bei Kenntnis der Ergebnisse ffir Molekfilbruchstficke nut  noch die 
Resonanzintegrale und die (ssltt)(z) bestimmen mug. Das bedeutet eine 
Verringerung des Parametrisierungsaufwands, und bei der Berechnung 
groger Molekfile kann erheblich Zeit gespart werden, da bei geeigneter 
Bruchstiickwahl auch nur einige NiehtdiagonalblScke bestimmt werden 
miissen. 

Ferner l~gt sich iiberprfifen, dag 

MN 

effiillt wird. 
Eine weitere Vereinfachung wird durch den Ansatz 

F(~)aT, M und N benachbart (36.1) 
F(X) MN : 

[ 0, M und N nicht benaehbart (36.2) 

erhMten. Ffir die gesonanzintegrale ist dieser Ansatz naeh Gleiehung 
(33) gerechtfertigt. Gleiehung (36) kann n/therungsweise angenommen 
werden, da fiir niehtbenaehbarte Bruehst/ieke die Bindungsordnung 
pMN(x) und die Zweizentrenintegrale (ssltt)(x) kleiner als ,,Betrag 1" sind. 
Ein Produkt  dieser beiden Terme wird folglieh n0ch kleiner. Jedoeh wird 

- -  wie jede andere N/therung - -  aueh diese eine Verschlechterung der 
Genauigkeit zur Folge haben, die aber durchaus in vertretbaren Grenzen 
liegen kann. Eine 1)berprfifung mug einer spgteren Arbeit vorbehalten 
werden. 

Als Beispiel soll schematisch eine SS, kulardeterminante mit den 
eingeffihrten NS~herungen angegeben werden. Angenommen wird ein 



360 W. Mientus u. a. : 

unsymmetrisehes konjugiertes ~-Elektronensystem der folgenden 
Form : 

(wobeiQ:Bruehstf iek X.) 

Die Bruehstiieke sind dureh ~-Bindungen verkniipft. Es resultiert 
folgende S~kulardeterminante : 

F +  B /izB - -  e~) E FBC 

o r %  ~o - -  4~ ) E 

0 0 F+~ 

0 0 0 

o 

0 0 0 

0 0 FBF 

FeD 0 FcF 

�9 D ---r E [FDE 0 

F +  E [ ~ . - - ~ )  E , ~ 
0 0 - -  ~(21 E 

= 0, (37) 

in der nur noeh einige von Null verschiedene NichtdiagonalblScke 
auftreten. Der Aufwand einer DiagonMisierung ist somit im Vergleieh 
zur herk6mmliehen PPP-Methode 22-24 mit /~hnliehem Parametrisie- 
rungs-Schema erheblieh verringert worden. Im konkreten Fall wgra bei 
geeigneter Wahl der Bruehstiieke eine mSgliehe l~eduzierung der 
Dimension denkbar, aueh wenn das Molekfil keine Symmetrieelemente 
besitzt. 

Werden zusS, tzlieh zu den genannten N~herungen noah sgmtliehe 
Coulombweehselwirkungen der Elektronen untereinander vernaehl~s- 
sigt, resultiert eine LCPO-MO-Methode, die der HMO-Theorie29, 30 
entsprieht : 

F(~v = { ~=0, M und N benaehbart (38.1) 

= 0, andernfalls (38.2) 

(F(~N) ~ =- 2 2 b~s ~st bt, (39.1) 
s t 

~st { 4= 0, s und t benaehbart (39.2) 

= 0, andernfalls (39.3/ 
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In dieser drastisehen N~herung bringt die LCPO-Methode keine 
rechentechnische Vereinfachung gegenfiber der HMO-Methode mit sich. 

Den wesentliehsten Ansatzpunkt  weiterer Untersuchungen zur 
Verbesserung und Anwendung des hier entwickelten LCPO-MO- 
Verfahrens stellt die Berechnung der Wechselwirkungsintegrale in den 
Nichtdiagonalbl6cken dar. Vielleicht w/~re es durch eine geeignete 
Transformation m6glieh, die S/tkulardeterminante (30.2) in Diagonal- 
bloekform zu fiberffihren. 

Zusammenfassend sei bemerkt,  dab eine Anwendung dieser Methode 
ffir grofte Molekiile, die entweder unsymmetrisch oder von niederer 
Symmetrie sind, aussichtsreich erscheint. Ebenso n/itzIich w~re eine 
Anwendung bei der Untersuchung von Molekfilreihen, die sieh aus 
gleichen bzw. wenig ver/~nderten Bruchstficken zusammensetzen, so daft 
st~ndig mit demselben - -  allerdings geometrieabh/~ngigen - -  
P a r a m e t e r s a t z  [ M, b~, ~st, Pst, (ssltt)] gearbeitet werden kann. 

3. Beispiel einer LCP0-MO-Reehnung 

In diesem Absehnitt  soll lediglieh zur Veransehaulichung an einem 
einfachen Beispiel der L6sungsweg skiZziert werden: Naphthalin - -  
zusammengesetzt aus ffinf Ethylenbruchstficken. 

C//04\/C10\ 
a Ca C9 

I II I 
C2 C8 Cs 
~ c i / \  c7 / /  

Die Ethylen-MO's werden als PO's angesetzt. Im weiteren soll nur die 
Bloekform der S&kulardeterminante untersueht werden. Sie lautet:  

A B B + 0 0 
B+ A B 0 0 
B B + A B B +  = 0 (40)  

0 0 B+ A B 
0 0 B B + A 

Die Determinante l~gt sich so umformen, dab eine I%eduzierung der 
Dimension erfolgt. Man erh/ilt ein Produkt  der Form: 

A B 

B + A 

A 2B 2B+ 

B + A B 

B B + A 

= 0 (41) 

24 Mon~tshefte ftir Chemie, Vol. 110/2 
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m i t  

u n d  

x -  A = x - - l /  

B= "1 2 2 1 ~ 1 
2 2 

(42.1) 

(42.2) 

A u f  eine wei te re  Be rechnung  wi rd  ve rz ich te t ,  d a  dieses Beispie l  n u r  eine 
mSgl iche l~eduzierung  der  D imens ion  eines  Sgku t~ rp rob l ems  demon-  
s t r ie ren  soll. 

Dank 
Herrn Prof. Dr. O. E. Polansky sind die Autoren ffir wertvolle Hinweise zu 

grol~em Dank verpflichtet. 
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